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Variable Compleja I. Examen XIV

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Para cada n € N, sea f,, : C*\ R~ — C la funcién dada

por
% log(nz + t?)
n(2) = ————dt.
fe) = [

1. Probar que f, € H(C*\ R7).

2. Probar que la serie de funciones ) f,, converge en C*\ R~ y que su suma es
n>1

una funcién holomorfa en C* \ R™.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Probar que, para a,t € RT, se tiene

T cos(tx) m ot

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Probar que una funcién f € H(C*) que diverge en cero
y en infinito tiene al menos un cero. Probar ademas que el nimero de ceros de f es
finito y mayor o igual que 2 (contando multiplicidad).

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Probar el Lema de Schwarz.

Lema (de Schwarz). Sea f € H(D(0,1)) verificando f(0) =0y |f(2)| < 1 para cada
z € D(0,1). Probar que |f'(0)] < 1 y |f(2)| < |2| para cada z € D(0,1). Ademds,
si ocurre |f'(0)] =1 o |f(20)] = |20| para algin zy € D(0,1) \ {0}, entonces existe
a € C de modo que f(z) = az para cada z € D(0,1).

Observacion. Para cada 0 < r < 1, estimar convenientemente el valor méx{|g(z)| :
z € D(0,7r)} donde la funcién ¢g : D(0,1) — C viene dada por ¢g(0) = f(0) y
g(z) = /()/z para cada z € D(0,1) \ {0}.
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Ejercicio 1 (2.5 puntos). Para cada n € N, sea f,, : C*\ R~ — C la funcién dada

por
% log(nz + t?)
n(2) = ————dt.
fe) = [

1. Probar que f, € H(C*\ R7).

Definimos la siguiente funcion:

d: [1,2] xC\R™ — C
log(nz + t%)
b2) = —aye

Veamos en primer lugar que ® estd bien definida. El denominador no se anula
puesto que n,t > 0, por lo que veamos que nz + t? # 0. Tenemos que:

2

nz+t?=0 < z=——€cR"
n

Por tanto, nz + t* # 0 para todo ¢t € [1,2] y 2 € C* \ R™. Asi que ® estd
bien definida. Por tanto, ® es continua en su dominio. Fijado ahora ¢ € [1,2],
veamos que la funcién z — ®(¢,2) es holomorfa en C*\ R™. Para ello, es
necesario ver que nz + t> ¢ R~. Supongamos que nz + t> € R™, por lo que
Jr € R tal que:

t?+r
n

nz+tl=—r < z=— eR™.

Esto es una contradiccién, ya que z € C*\ R™. Por tanto, nz + t* ¢ R™.
Por tanto, hemos visto que, fijado ¢ € [1,2], la funcién ®(t,-) es holomorfa en
C* \ R™. Por tanto, por el Teorema de Holomorfia de Integrales dependientes
de un parametro, tenemos que:

fn € H(C*\R™) Vn € N.

2. Probar que la serie de funciones »_ f, converge en C*\ R™ y que su suma es
n=1

una funcién holomorfa en C* \ R™.

Puesto que f,, € H(C*\R™) para todo n € N, buscamos aplicar el Teorema de
Convergencia de Weierstrass. Para ello, sea K C C*\ R~ compacto. Tenemos
que, para cadan € Ny z € K:

/2 log(nz + t%)
1

n2 + 2

log(nz + t%)

Fal2)] = e

dt‘ < sup {

tel, 2]}
Veamos ahora qué acotaciones realizar.

>+ >n+12=n*+1
|log(nz + t*)| = |In|nz + #?| + iarg(nz + t*)| < In|nz + | + | arg(nz + t?)| <
<ln(nlz|+4)+7
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donde en la tdltima desigualdad hemos usado que el logaritmo real es creciente
y el argumento principal esta acotado por m. Como K es compacto, como el
modulo es una funciéon continua existe M € R tal que:

M =méx{|z|: z€ K} >0

Por tanto, tenemos que:

In(nM +4)+
<
) < A

In(nM+4)+m

) converge. Tenemos que, para n sufi-

Veamos ahora que la serie )
n>1

cientemente grande, se cumple que:

In(nM +4)+m7 . In(n(M+1))+7  In(n)+In(M+1)+7

X — —

n?+1 n? n?
In(n) Im(M+1)+7 _vn Wm(M+1)+7
n? n? n? n?
1 In(M +1
_ ! n(M+1)+ Vn > 4
n’/? n2

Como 2,3/2 > 1, ambas series sabemos que son convergentes. Por tanto, la
serie en cuestion es convergente. Por el Test de Weierstrass, tenemos que la

serie de funciones »_ f, converge uniformemente en K.
n>1

Por el Teorema de Convergencia de Weierstrass, tenemos que la serie de fun-

ciones Y f, converge en C*\ R~ y que su suma es una funcién holomorfa en
n=1

C\R".

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Probar que, para a,t € RT, se tiene

oo cos(tx) T at

Calculamos las raices del denominador:

P +ad’=0 = 1°=—-a> = v€A:={—aiai}.

Definimos la funcién:

f: C\A — C
ez’tz

z —
(22 + a?)?

Notemos que f € H(C\ A), y que A’ = 0, por lo que podemos aplicar el Teorema
de los Residuos. Como C es homolégicamente conexo, podemos aplicar el Teorema

de los Residuos para cualquier ciclo 3 en C\ A.
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®al

®—al

Figura 1: Ciclo de integracion X del Ejercicio 2.

Para todo R > a, consideramos el siguiente ciclo Xz = vg + 0, representado en
la Figura 1, donde:

YR : [—R,R] — C

t — ¢t
or: [0,7] — C
t —> Re"

De esta forma, tenemos que:
f(z)dz = / f(z)dz+ / f(z)dz = 2mi Z Res(f, z9) Indys, (20)
YR TR IR Z20€A

Calculemos la primera integral que nos ha resultado:

R itz R R
e cos(tz) , sen(tz)
. _r (224 a?) _r (224 a?) _r (224 a?)
Notemos que la integral pedida es la parte real de la integral. Veamos la siguiente
integral:
itz R

<R S | P QL
/JRf(z)dz\ﬂR sup{‘(22+a2)2 zEaR} (R — a2y

donde hemos usado que, si z € o}, entonces |z| = Ry, como R > a > 0, tenemos
que R? > a?, por lo que:

12* +a®| = ||2°]| — |@®|| = |R* — o*| = R* — &

‘eitz| _ eftlm(z) < 60 - 1.

Por tanto, como la expresion anterior es valida para cualquier R > a, podemos hacer
R — 400 y tenemos que:

R—+o00

lim /U f(z)dz=0.
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Calculamos ahora los indices. Por la forma en la que se ha definido el ciclo X,
para todo R > a, tenemos que:

Inng( ) 0
Indy, (a7) = 1.
Por tanto, tan solo hemos de calcular el residuo en el polo az.

eztz eztz

e ) — T (o — ai). oy o

Ym (2 —a)f(z) = Mm(z = ai) - T e~ W e —ay — T
) itz eitai e—at e—at

i L —1i — - C*

Zl_)rali(z ai)"f(2) zl—g}z (z + ai)? (2ai)2 —4a? 4a? <

Por tanto, deducimos que el orden del polo ai es 2, y que el residuo es:

d d e’itz
N — 1/ el _ -\ 2 — 1’ _ — =
Res(f, ai) o ((z = ai)*f(2)) Sai de ((z + ai)2)

ite" (2 + ai) — 2e"*

ite(z + ai)? — e - 2(z + ai) ltm
= 111m —

= lim

z—ai (Z + ai)4 z—ai (Z + a@)
— lim eimM — ot M — pat, —at — 1 _ at at +1
z—ai (2 + ai>3 (2az)3 —4a3i Aa3i

Por tanto, tenemos que:

at+1 L) — m-e “(at+1)
4a’i B 2a3 '

f(2)dz = 2mi <6_“t .
YR

Por tanto, tenemos que:

R —at
cos(t sen(tz) e "(at +1
[l g [ [ g )
_r (22 + a?)? (22 + a?)? 2a3
Como esta expresion es valida para cualquier R > a, podemos hacer R — +oo
y tenemos que:

+00 +00 Leat
/ cos(tz) dz+z'/ sen(tz) gy = e (at—i—l).

o (224 a2)? o (224 a2)? 2a3

Igualando las partes reales, tenemos que:

/+oo cos(tz) 5 e~ (at + 1).

o (224 a?)? 2a3
como queriamos demostrar.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Probar que una funciéon f € H(C*) que diverge en cero
y en infinito tiene al menos un cero. Probar ademas que el nimero de ceros de f es
finito y mayor o igual que 2 (contando multiplicidad).
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Como f diverge en el origen, sabemos que el 0 es un polo de orden k£ € N de f.
Por tanto, ¥ € H(C) tal que:

f(z) = Vz e C*

U(z) = 2" f(2) Vz e C".

Puesto que conocemos el comportamiento de f en el infinito, sabemos que ¥(z)
diverge en el infinito. Por tanto, como ¥ € H(C) y ¥ diverge en el infinito, por el
Corolario del Corolario del Teorema de Casorati, tenemos que ¥ es un polinomio.
Como ademas f diverge en infinito, tenemos que el grado de ¥ es m € N, donde
m > k. Por el Teorema Fundamental del Algebra, sabemos que Y tiene m raices.
Como sabemos que:

v(z)
ok

f(z) =
Sabemos que Z(f) = Z(¥), y por tanto f tiene m ceros.

Vz e C*,

Ejercicio 4 (2.5 puntos). Probar el Lema de Schwarz.

Lema (de Schwarz). Sea f € H(D(0,1)) verificando f(0) =0y |f(2)| < 1 para cada
z € D(0,1). Probar que |f'(0)] < 1 y |f(2)| < |2| para cada z € D(0,1). Ademds,
si ocurre |f'(0)] =1 o |f(20)] = |20| para algin zy € D(0,1) \ {0}, entonces existe
a € C de modo que f(z) = az para cada z € D(0,1).

Observacion. Para cada 0 < r < 1, estimar convenientemente el valor del siguiente
conjunto: B

méx{|g(z)|: z € D(0,r)}
donde la funcién ¢ : D(0,1) — C viene dada por ¢(0) = f(0) y g(z) = /()= para
cada z € D(0,1) \ {0}.

Definimos la siguiente funcion:

g: D(0,1) — C

f(0) siz=0
z {f(Z) si ze€ D(0,1)\ {0}

z

Veamos que g es continua en el origen.

lim g(z) :h'mM :h’mm _ o f(2) = £(0)
z—0 z—0 2z 2=0 2z —0 z—0 z—0

= 1'(0) = 9(0).

Por tanto, ¢ es continua en D(0,1) y holomorfa en D(0,1)\ {0}. Por el Teorema
de Extensién de Riemman, g € H(D(0,1)).
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Fijado ahora r € ]0, 1[, consideramos la restricciéon de g a D(0,7), y aplicamos el
corolario del Principio del Moédulo Maximo. Por tanto, tenemos que:

méx{|g(z)| : z € D(0,7)} = méax{|g(2)| : |z| =7} = mzix{M Dz = r} (2

k4
© (1 1
<maxq— |z =rp=-
2] r

donde en (x) hemos usado que |f(z)| < 1 para todo z € D(0,1), por hipdtesis del
enunciado. Tomando limite con r — 1, tenemos que:

max{|g(2)| : z € D(0,1)} = méx{%j)’ 1z € D(O,l)} <1=|f(2)] < |7| Vz € D(0,1).

Ademds, también tenemos que |g(0)] = |f'(0)| < 1. Por tanto, hemos probado
que:

(0]
F(2)]

Por otro lado, si ocurre que |f'(0)] =1 o |f(z0)| = |20| para algin zo € D(0,1) \
{0}, entonces 3zg € D(0,1) tal que:

<1
< |7 Vz € D(0,1).

() < lg(z0)[ =1 ¥z e D(0,1).

Como g es holomorfa en D(0, 1), por el Principio del Médulo Méximo, tenemos
que g es constante. Por lo que g(z) = « para algin a € C, y por tanto:

f(z) =az  Vze D(0,1)\ {0}.
Como ademés f(0) = 0, tenemos que:

f(z) =az Vz e D(0,1).

10



